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RESUMO

No nosso meio percebemos que a maioria dos sistemas sdo instaveis, como por
exemplo, o controle de posicao de veiculos espaciais na fase de lancamento e o controle da
postura ereta natural dos seres bipedes, isto remete a ideia de um péndulo invertido, utilizado
em diferentes sistemas fisicos, com isso 0s avancos obtidos na andlise de seu modelo
matematico podem ser aplicados a outros sistemas. Este trabalho consiste em simulagdes, no
Matlab/Simulink, do sistema de um péndulo invertido, objetivando a aplicacdo dos conceitos
estudados durante o curso de Engenharia de Computag&o, voltado principalmente para a area
de controle de sistemas. A metodologia compreendeu o estudo bibliografico dos sistemas de
péndulos, a modelagem matematica do péndulo invertido, projeto de um controlador PID e a
simulacdo em malha fechada no Matlab/Simulink para projetar um controlador com a
finalidade de equilibrar a haste do péndulo na posicdo vertical em um carrinho em
movimento. No final, analises e comparacGes sdo feitas quando aplicada diferentes tipos de
perturbacdes e os resultados obtidos se mostram satisfatorios indicando a potencialidade

pratica da proposta do trabalho.

Palavras chaves: Sistemas Instaveis, Modelagem, Péndulo invertido, Controlador PID.



ABSTRACT

In our midst we realized that most systems are unstable, such as, for example, the
position control of space vehicles in the launch phase (Ogata, 2003) and the control of the
natural upright posture of biped beings (Naves, 2006), this refers the idea of an inverted
pendulum, used in different physical systems, with that the advances obtained in the analysis
of its mathematical model can be applied to other systems. This work consists of simulations,
in Matlab / Simulink, of the system of an inverted pendulum, aiming at the application of the
concepts studied during the Computer Engineering course, mainly focused on the area of
systems control. The methodology included the bibliographic study of pendulum systems,
mathematical modeling of the inverted pendulum, design of a PID controller and closed-loop
simulation in Matlab / Simulink to design a controller in order to balance the pendulum rod in
a vertical position on a moving cart. In the end, analyzes and comparisons are made and the

results obtained are satisfactory, indicating the practical potential of the work proposal.

Keywords: Unstable systems, Modeling, Inverted pendulum, PID controller.
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento da microeletronica e da eletronica de potencia possibilitou a
implementacdo e andlise de sistemas de controle cada vez mais complexos. O estudo do
controle do péndulo invertido é utilizado em diferentes sistemas fisicos, pois 0s avancos
obtidos na andlise de seu modelo matematico podem ser aplicados a outros sistemas de
controle (SILVA, 2013), como exemplo, a implementagdo do controle da oscilagdo de
arranha-céus e modelos biomecénicos baseados no modo de caminhar dos seres humanos, que
trazem vantajosas ideias em areas como esportes, fabricacdo de calcados, robotica, etc. e a
posicdo ereta estdvel de um ser humano ao caminhar se aproxima muito de um péndulo

invertido pivotado em suas articulagfes (RIBEIRO, 2007).

De acordo com COSTA, LIRA e SILVA (2012), atraves da simulacdo de sistemas de
péndulo simples e invertidos pode-se fazer controle de processos em malha aberta, pois a

modelagem matematica traz pardmetros semelhantes para diversos sistemas de instabilidade.

Do ponto de vista construtivo, um péndulo invertido é formado por uma barra cilindrica,
geralmente metalica, a qual € livre para movimentar em torno de um ponto fixo, sendo este
ponto fixo montado em um carro com deslocamento de forma livre na diregdo horizontal.
Nessa base pode haver uma forca variavel no deslocamento do mesmo. Dessa forma, a haste
posicionada em cima da base tende a cair naturalmente, pois sua posicdo vertical é uma
condicdo de equilibrio instavel. Nestas condicdes, se faz necessario realizar o controle em
malha fechada para promover uma méaxima estabilidade da haste do péndulo na posicdo
vertical, sendo possivel contrabalancar a dindmica natural do péndulo. A intensidade da forca
pode ser controlada a partir da informacéo da posicdo angular da haste (RIBEIRO, 2007).

Para garantir que a haste permaneca em equilibrio na posicdo vertical, ou seja estavel, se
faz necessario o uso de uma estrutura de controle, geralmente utilizando a posicdo angular
como sinal de referéncia. Em geral, quando se quer controlar a posicdo de sistemas instaveis,
geralmente toma-se como base o péndulo invertido devido a seu sistema mecanico. Trazendo
esta teoria para a pratica, tem-se como exemplos reais: o controle de posi¢do de veiculos
espaciais na fase de lancamento (OGATA, 2003) e o controle da postura ereta natural dos
seres bipedes (NAVES, 2006) dentre varios outros. Nesse sentido, o objetivo do controle é
fazer com que o péndulo nunca desequilibre ficando sempre na posi¢do sentido norte, mesmo

que sejam provocadas perturbacdes ao mesmo (SILVA e ANTUNES, 2010).
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Com base no problema oscilatorio do pendulo invertido relacionando a area de sistemas
de controle e automagdo, € apresentado neste trabalho uma andlise de controle, por meio do
controlador proporcional integral e derivativo (PID), aplicada na estabilizacdo de uma sistema

carro-pendulo invertido.

1.1 Objetivos
O principal objetivo deste trabalho é apresentar o controle de um pendulo invertido por
meio de um controlador PID.
Os objetivos especificos séo:
e Desenvolver a modelagem matematica de um péndulo invertido;
e Projetar um controlador PID para o controle de um péndulo invertido;
e Implementar um sistema de controle de um péndulo invertido em

hardware.

1.2 Organizagédo do Texto

Sendo assim, os capitulos seguintes tratardo de detalhes relacionados aos aspectos
necessarios para compreender e desenvolver o trabalho.

No Capitulo 2 € apresentado o estado da arte referente aos esquemas de controle do
péndulo invertido.

No Capitulo 3, é realizado a modelagem matematica e andlise de controle do sistema.

No Capitulo 4, sdo apresentados os resultados obtidos por meio de simulagéo.

No Capitulo 5, sdo apresentadas as considera¢des finais do trabalho.



14

2 ESTADO DA ARTE

Nas Ultimas décadas diversas técnicas de controle foram utilizadas na estabilizacéo de
um pendulo invertido sobre um carro. Em geral, a maioria dos trabalhos procura resolver dois
problemas: estabilizag&o dos péndulos na posicao vertical e controle de balanco dos péndulos
na posicao vertical. Em geral, as técnicas de controle baseiam-se no modelo linear do sistema,

ou seja, com o sistema operando em posi¢oes proximas a vertical (BOGDANQV, 2004).

Comecando os estudos sobre o péndulo invertido, pode-se mencionar a monografia de
TEIXEIRA, SODRE e JUNIOR (2006), que apresentou um estudo comparativo sobre
algumas modelagens matematicas sobre o problema classico do péndulo invertido, realizando
a simulacdo com Fungdes de Transferéncias (FT’s) e Espaco de Estado, fornecidas pela
literatura, além de desenvolverem outros dois modelos. Utilizaram o Matlab® como
ferramenta de simulacdo para observar os diversos comportamentos das FT’s feitas para as
modelagens, assim como de seus controladores projetados em Malha Aberta (MA) e Malha
Fechada (MF). Ressaltando que foram usados dois controladores, PD (Proporcional e
Derivativo) e PID (Proporcional, Integrativo e Derivativo). A Figura 1 representa a resposta
do sistema com o controlador PID.

Figura 1 - Respostas transitorias do sistema péndulo invertido ap6s atuacdo de um controlador
PID com 2 modelos diferentes.

0B

Amplitude

Amplitude

08

0.4 0.4

o 8 10 16 20 25 [i] 0 40 (1] &0 100 120
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: TEIXEIRA, SODRE e JUNIOR (2006).

SILVA (2017) fez uso do controlador PID através do método do lugar das raizes e
outras técnicas para projetar um novo veiculo de duas rodas e assim exercer as técnicas de
controle com o0 uso também do controlador Fuzzy. Foi feita a modelagem do motor, do
péndulo. O estudo foi também realizado atraves da simulagdo no software Matlab. A Figura 2

mostra alguns dos resultados obtidos com o projeto do controlador PID.
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Figura 2 - Resultados reais no tempo da posicdo angular do péndulo com a vertical para o
controlador PID com parametros experimentais (a); Acéo de controle no tempo para o PID

(b).

B - [—+— Resultados reais do PID_ZN_d
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Fonte: SILVA (2017).

Como o controle de um péndulo invertido é citado em muitos artigos, RIBEIRO (2007)
utilizou de componentes de uma impressora matricial para desenvolver um sistema fisico.
Para a interface entre o computador e a instrumentacédo eletronica do sistema foi empregada
uma placa de aquisi¢cdo de dados de baixo custo. Na modelagem do sistema desenvolvido e na
etapa de sintonia da malha de controle resultante, foram empregados métodos semelhantes aos
trabalhos citados anteriormente. Os resultados praticos obtidos foram bons, indicando a
potencialidade pratica da proposta do trabalho. Na Figura 3 podemos ver o comportamento
deste sistema.
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Figura 3 - Resultado da simulacdo com controlador PID de distarbios externos aplicados ao
sistema: (a) Impulso; (b) Degrau.
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Fonte: RIBEIRO (2007).
DA SILVA (2010) apresentou um estudo baseado em tres técnicas de controle, sendo

estas 0 regulador linear quadratico, controle por modo deslizante e logica fuzzy. Para o
controle por modo deslizante foi desenvolvido uma melhoria na funcdo de chaveamento com
0 intuito de atenuar o chattering, por meio de uma funcdo de saturacdo. Em relacdo ao
regulador linear quadratico, o controlador baseado em fuzzy apresentou uma melhor
aproximacdo das varidveis de estado do ponto de equilibrio, no entanto sua resposta foi
bastante lenta. Por outro lado, o controlador por modo deslizante apresentou uma resposta

mais rapida. Na Figura 4 verificamos alguns resultados importantes deste trabalho.
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Figura 4 - (a) Deslocamento do carro sob acdo do controlador fuzzy; (b)Acao de controle do
Controlador por Modo Deslizante Linear.

AgSo de confroke fu)

] 2 4 & 8 10 12 14 16 18 20
Time (5}

0.3

0z

a1k L ! { ! f ! 4

0.1

Ao de coninode (u)

04 i i i
o 2 4 B B 10 12 14 16 18 20

Time (s}

Fonte: DA SILVA (2010).

Em BOBROW (2015) é apresentado um tipo diferente de péndulo invertido controlado
por rodas de reacdo, tendo como principal diferenca a constituicdo do ponto de articulacéo
gue, neste caso consiste em uma junta esférica que permite ao péndulo girar em torno de seus
trés eixos. Neste caso, foi elaborada uma modelagem do sistema por meio das equacOes de
Euller-Lagrange, leis de Newton e de Kirchhoff. Para o controle do sistema, foram avaliadas
duas técnicas de controle ndo linear: linearizacdo padrdo e linearizacdo exata. A validacdo do
sistema de controle foi realizada por meio de um estudo de simulagdo. E atraves da Figura 5

foram construidas as analises deste trabalho.



Figura 5 - Comparacéo das saidas nas simulagfes com e sem a realimentacgdo linearizante.
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Fonte: BOBROW (2015).
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Os trabalhos citados foram tomados como base de entendimento principalmente da

modelagem matematica do péndulo invertido e a construcao do controlador.
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3 MODELAGEM DO SISTEMA

Um péndulo simples ou convencional ideal, representado na Figura 6, consiste de uma
particula suspensa por um fio inextensivel e de massa desprezivel. Quando afastado de sua
posicdo de equilibrio e solto, o péndulo oscilard em um plano vertical sob a acdo da
gravidade, em um movimento periddico e oscilatério, sendo possivel determinar o periodo do
movimento resultante (RIBEIRO, 2007).

Figura 6 - Péndulo Simples.

~ T T mg sen#
& , mg cos f

| *, mgl ;

Fonte: Fisica UFPB.

Na Figura 1, as variaveis descritas sdo tais que:

e L —o0comprimento do péndulo;
e m-—amassa da particula;
e @ —oangulo do fio com a vertical.

e (- gravidade.

Realizando a distribuicdo das forcas, tem-se que as atuantes em m séo 0 peso (mg) e a
tracdo da corda (T). O movimento oscilatério do sistema sera em torno de um arco de circulo
de raio L. A componente da for¢a peso mg pode ser decomposta em uma componente radial
de mddulo igual a mgcosé e uma componente tangencial igual a mgsend. A componente radial
da resultante é a forca centripeta que mantém a particula na trajetoria circular. A componente
tangencial é a forca restauradora (responsavel por fazer com que m retorne a posi¢do de

equilibrio), onde uma forca F se opde ao aumento de #. A forca restauradora ndo é
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proporcional ao deslocamento angular 6, mas sim a send. O movimento, portanto, ndo é
harmonico simples. Entretanto, se o angulo 0 for suficientemente pequeno a funcgdo senf sera
aproximadamente igual a 6, e 0 deslocamento ao longo do arco sera x = L. Assim obtém-se a
Equacéo (1) (RIBEIRO, 2007).

F= -mgl = —mg (%) = — (m%) X. 1)

Para pequenos deslocamentos, a for¢a restauradora é proporcional ao deslocamento e
tem o sentido oposto a0 mesmo. Esta € exatamente a condi¢do para obter o movimento

harménico simples fazendo com que a Equacgdo (1) tenha a mesma forma que a equacéo

F=—kx, com % representando a constante k. Para pequenas amplitudes o periodo T’ (tempo

de um ciclo) de um péndulo obtém-se na Equacéo (2). O periodo T’ independe da massa m da
particula suspensa. Essa caracteristica serviu com base para a construcdo dos primeiros
relégios mecéanicos, onde mecanismos com molas mantinham e ajustavam as oscilacdes de

péndulos para medicdes de tempo (RIBEIRO, 2007).

T'—Z\/m—Z m

. ®)
T'=2m |—
g

Estuda-se 0 modelo do péndulo convencional, como recurso matematico para levantar

0s parametros utilizados no péndulo invertido. Por isso sera demonstrado a seguir o modelo

matematico do péndulo simples de acordo com a Figura 7.
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Figura 7 - Coordenadas do sistema péndulo convencional.

Fonte: SILVA (2013).

As grandezas presentes no sistema segundo RIBEIRO (2007) séo:

e H —Forca no eixo horizontal;

e V —For¢a no eixo vertical,

e mg — A forca peso da haste do péndulo;

e | — A metade do comprimento da haste;

e Xp — Deslocamento na horizontal até a base do péndulo;

e Yp — Deslocamento na vertical até a base do péndulo;

e Xcg — Deslocamento na horizontal até ao centro de gravidade;
e Ycg — Deslocamento na vertical até ao centro de gravidade.

Conforme mostrado na Figura 7, sdo montadas as equagdes que regem o0 movimento no
eixo horizontal e vertical. As derivadas que aparecem no desenvolvimento matematico
representam as informac@es de velocidade e aceleracdo (SILVA, 2013). Dada a descricdo das
variaveis, pode-se agora fazer os seguintes calculos (RIBEIRO, 2007):

As equac0es na horizontal:
Xcg = X, —Isen(8). 3
Derivando-se (3), tem-se a equacao de velocidade:
Xeg = X, —lcos(6)0. (4)

Derivando-se novamente a Equacéo (4), tem-se a equacgéo da aceleracao:



X,y = —lcos(6)6 + Isen(6)62.

Semelhante ao procedimento anterior obtém-se as equacdes na vertical:
Yeq =Y, —Icos(0),
ch = Yp + Isen(6)6, Yp =0,

Y.y = lsen(8)6 + lcos(6)6>.

Fazendo a somatdria das forcas na direcdo X pela formula:

Z E. = mXCg,

H = m[-lcos(6)8 + lsen(6)6?],

H = —mlcos(8)6 + misen(6)62.

E para a somatéria das forcas na dire¢do Y temos a seguinte formula:

sz = micg,
V —mg = m[lsen(9)8 + lcos(8)6?],

V = mlsen(0)6 + mlcos(8)6? + mg.

A formula pela qual se obtém o momento de inércia é obtida a sequir:

Z M., =10,

Visen(0) + Hlcos(6) = I6.

Fazendo as combinacg6es das Equacdes (7) e (8) tem-se:

10 = —Vlisen(6) + Hlcos(6),

16 = —[mlsen(9)8 + micos(8)6% + mg|lsen(6) + [-mlcos(8)8 +

22
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mlisen(6)6?]icos(0).

Desenvolvendo a Equacdo (10)

) ) . ) (11)
18 = —ml?sen?(0)0 — ml?sen(8)cos(0)0? — mglsen(8) — ml?cos?(0)6
+ ml?sen(8)cos(8)62.
Aplicando a relacao trigonométrica sen2(0)+cos2(0) = 1 e simplificando, tem-se:
160 = —mli?0 — mglsen(6),
(I + m1*)8 + mglsen(6) = 0. (12)

. . L, 1? .
Considerando a haste uniforme, com momento de inércia mT e que 8 é pequeno o

suficiente para admitir que sen(6) = 0, tem-se:

4 ..
§m129(t) + mglsen6(t) = 0,

. 39 (13)
0+ ZB = 0.
Definindo os parametros da Equacdo (14) tem-se a Equacdo (15) que é a Equacdo do

péndulo convencional, cujos autovalores sdo dados por (16).

,_ 39 (14)
(VS 4—12
6(t) + w,20(t) = 0. (15)

’ 16
A=—¢w, tjw, 1—{2. (16)

Fazendo wy = +/1 — & obtém-se a solugdo dada pela Equagdo (17). Em geral 6(t)
apresenta uma resposta senoidal de frequéncia (wg/2m) amortecida com um envelope

exponencial (€%°™).
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0(t) = Ke *“ntsen(wy(t) + a). (17)

3.1 Modelagem do Péndulo Invertido

O péndulo invertido é considerado um sistema instavel e complexo, portanto de modelo
matematico de grande importancia para o estudo de muitos outros mecanismos com sistemas
semelhantes, por isso varios pesquisadores ja abordaram este sistema de diversas maneiras
diferentes (RIBEIRO, 2007).

Como exemplo tem-se a Figura 8 que servira como base para realizacdo dos célculos

das forgas atuantes neste modelo de péndulo por meio das relagdes trigonométricas.

Figura 8 - Sistema de coordenadas do conjunto do péndulo invertido.

Fonte: RIBEIRO (2007).

De forma analoga ao péndulo convencional, obtém-se as equacBGes na horizontal e na
vertical para se saber como se d& o movimento do centro de gravidade da haste, de acordo

com a posicdo instantanea da base e o angulo de inclinacao da haste (PRADO, 2011).

3.1.1 Funcao de Transferéncia

Com base na decomposicdo das forgas que atuam na horizontal:
Xeg = X, +1sen(8),
Xcg = Xp + 1cos(6)6,

Xy = X, +1cos(0)0 — Isen(0)62. (18)



Na vertical:
Yeg =Y, +1cos(0),
ch = Yp — Isen(6)6, Yp =0,
Y.y = —lsen(6)8 — lcos(6)62.

A somatoria das forcas na direcdo X, denominada como H é dada por (20).

z F, =mX,,

H =m[X, + lcos(0)0 — Isen(0)6?],

H = mX, + mlcos(68)8 — misen(6)62.

A somatoria das forcas na direcdo Y, denominada como V é expressa por (21).

Z Fy = m¥q,
V—mg= m[—lsen(@)é — lCOS(g)éz]'

V = —mlsen(8)6 — mlcos(0)6? + mg.

A somatdria dos momentos de inércia é modelada por:

z M =16,

Visen(8) — Hlcos(0) = I6.

Substituindo as Equagdes (20) e (21) em (22), tem-se:

10 = [—mlsen(@)é —mlcos(6)6? + mg]lsen(H)
— [mX, + mlcos(8)8 — misen(6)6?]icos(8),

160 = —mli?sen?(8)6 — ml?sen(8)cos(0)6? + mglsen(8) — miXpcos(6)
— ml?cos?(8)6 + ml?sen(8)cos(8)62.

25
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Da Equacéo (23) obtém-se:

160 = —mli?0 + mglsen(8) — miXp cos(8),

(I + m1?)6 — mglsen(8) = —mlXpcos(8). (24)

Supondo que 0 momento de inércia seja desprezivel (I=0) e considerando 8 muito

pequeno, tal que sen(8) =6 e cos(8) =1, tem-se:

ml?0(t) — mglé(t) = —miXp(t). (25)

Dividindo todos os termos por ml? e definindo os pardmetros da Equacéo (25), visando
a obtencdo de uma representacdo padrdo, obtém-se a Equacdo (26), onde aplicando a
transformada de Laplace resulta em (27) que é a funcdo de transferéncia tipica de um sistema
de péndulo invertido.

) % 26)
b(t) —%B(t) --2 (
s? 27
0w S @)
X(s) ¢ _%

3.2 Parametros fisicos do péndulo invertido

Os modelos matematicos quantitativos sdo importantes para o estudo do controle dos
sistemas complexos, tanto para compreender como para implementar o controle. Para tanto é
necessario analisar as relacGes entre as variaveis do sistema e obter um modelo matematico
que represente o0 sistema, e que seja 0 mais preciso possivel. A modelagem matematica do
sistema péndulo invertido é fundamental para se obter as equacfes dindmicas que regem o
movimento, com equacBes mais proximas possiveis da realidade do sistema. Para se obter o
modelo matematico que representa o sistema, é necessario utilizar equacdes diferenciais que
regem o movimento, na qual sdo empregadas as leis da fisica, que descrevem o sistema nédo
linear equivalente, de forma a obter um conjunto de equacdes diferenciais nao-lineares. A
partir dessas € aplicada a transformada de Laplace para simplificar a representacdo e 0s

métodos de solugdo, considerando as condi¢es iniciais nulas (SILVA, 2013).
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Retomando os modelos obtidos na se¢é@o anterior com a fungéo de transferéncia para o
péndulo invertido, pode-se atribuir valores numéricos para os pardmetros fisicos, os quais
foram extraidos do artigo de RIBEIRO (2007). A Tabela 1 apresenta os valores para 0s
parametros utilizados no processo de modelagem matematica.

Tabela 1 - Valores numeéricos para os parametros fisicos do péndulo invertido tomando como
base os valores de RIBEIRO (2007).

Simbolos Descrigéo Valores Unidades
I Comprimento da haste 0,5 m
g Aceleracdo da gravidade | 10 m/s”

Como sabemos os valores dos parametros, pode-se facilmente descobrir w, e K,, através
da Equacdo (26) e do comprimento da haste tem-se o parametro Kp = 2,97. A funcdo de
transferéncia para o conjunto do péndulo pode agora entdo ser completamente definida. Com
esses dados podemos agora substituir as varidveis na Equacdo (28), s que inserindo agora a

influéncia do carro sobre o péndulo. Logo temos:

0(s) —K,s* (28)
X(s)  $?+ 20,5 — wy?

0(s) —2,97s?
X(s) s2+0,3801s— 27,8678

3.3 Simulacdo Sem Controle
A simulacdo foi realizada no Simulink por meio do diagrama de blocos apresentado na a

Figura 9.

Figura 9 - Diagrama de blocos sem controle.

\_‘

N -2.975
’ @ s~ 0.3801s — 27.8681

Fonte: Autor préprio.

\_‘
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Neste caso, obteve-se uma resposta instavel conforme podemos ver o resultado na

Figura 10.

Figura 10 - Simulacdo sem controle

-20 —

-30

-35

Fonte: Autor proprio.

3.3.1 Resposta do Sistema
As especificacbes definidas para a malha de controle sdo: maximo pico (Mp) menor ou
igual a 5%; tempo de acomodacdo (Ts em 2%) em torno de 0,2 segundos e erro em regime

permanente (e,,) proximo de 0,5%.

O método do lugar das raizes determina a localizacdo de todos os polos da malha
fechada a partir do conhecimento da localizacdo dos pdlos e zeros, a malha aberta a medida
que o valor de um parametro € variado de zero ao infinito (OGATA, 2011). Ou seja, o lugar
das raizes inicia nos polos de malha aberta, quando o ganho é zero, e termina nos zeros de
malha aberta ou no infinito, quando o ganho tende ao infinito (SILVA, 2013).

Além disso, para que o sistema seja estavel, todos os po6los contidos no grafico do lugar
das raizes para um determinado ganho devem estar localizados no semi-plano esquerdo de s,
portanto, devem possuir a parte real negativa. Se o lugar das raizes cruzar para o lado direito
do plano s, é possivel conhecer os pontos nos quais ocorre a intersecdo do lugar das raizes
com o0 eixo imaginério utilizando o critério de Routh-Hurzitz. A localizacdo das raizes no
plano s indica, em muitos casos, parametros como o tempo de pico da resposta, tempo de

acomodac&o e o amortecimento do sistema em questéo (SILVA, 2013).
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A Figura 11 ilustra o resultado do Lugar Geométrico das Raizes na imagem (a) para o
sistema do péndulo desenvolvido sem controle e a imagem (b) explana o resultado do LGR
com controle.

Figura 11 - Lugar Geométrico das Raizes sem controle e com controle.
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Fonte: Autor proprio.

O controlador é um dispositivo fisico, implementavel por hardware e/ou software com a
funcdo de garantir que variacdes nas entradas de um processo nao interfiram, em demasia, no
processo, ou seja, nas saidas do processo (TEIXEIRA, SODRE e JUNIOR, 2006).

O controlador utilizado neste trabalho sera o PID. A escolha deste se deve ao tipo de
sistema que se esta desenvolvendo. Neste caso, a acdo basica proporcional (P) é a rapida
correcdo do erro; a acdo integral (1) é a eliminacdo do erro estacionario; a acdo diferencial (D)

é a reducdo das oscilacdes.

Para projetar este controlador & necessario ter conhecimento do erro em regime
permanente (e.), periodo de acomodacdo (Ts), tempo de subida (T,), tempo de pico (T,) e

maximo sobressinal (Mp). A seguir serdo apresentados os projetos dos controladores.

A Equacéo (29) mostra a funcdo de transferéncia tipica de um controlador PID. Os
ganhos proporcional (Kp), integral (Ki) e derivativo (Kd) quando devidamente ajustados

definem a dindmica desejada para a malha de controle (RIBEIRO, 2007).
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C(s) =K, + % + sK, (29)
Pela Equacéo (30) tem-se como descobrir o0 ¢, com o Mp = 0,05:
= (30)
M,=e -6
&=10,6901
Bem como pela Equacdo (31) temos como calcular w,, fazendo Ts=0,2s:
(31)

4
T,(2%) = o

n

w, =2998rad/s

3.4 Simulagéo do Sistema Com Controle
A estrutura bésica do controlador funcionara como mostra a Figura 12, onde sera
aplicada a entrada o degrau (R), e as funcbes G e G, representam respectivamente as fungdes

transferéncias do controlador e da planta.

Figura 12 - Controle por realimentacdo de saida.

R+ _  E 7 Y

Fonte: Prof. Fernando J. Von Zuben.
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4 RESULTADOS

Segundo RIBEIRO (2007) os parametros do modelo do conjunto amplificador-motor-
carro podem ser obtidos por meio da resposta em frequéncia do sistema de péndulo invertido.
Feita a excitacdo do amplificador do sistema com um sinal senoidal e a analise no diagrama

de Bode obtém-se a funcéo transferéncia do conjunto, como segue:

_ Xp(s) K. 385 (32)
G(s) = Vi(s) s(s+B) s(s+19)
0(s) 385 —2,97s2 (33)

G(s) = Vi(s)  s(s+19) " (s —54725)(s + 5,0924)

em que: B representa 0 amortecimento combinado do motor e do carro, Vi representa a tensdo
de entrada do amplificador e Kc representa a constante de amortecimento viscoso.

Depois de realizar a modelagem e estimado os parametros do sistema, pode-se realizar
uma analise completa do comportamento dindmico do sistema. Quando fatorada a FT da
planta, podemos observar que existe um pélo no semiplano direito caracterizando um sistema

instavel (5,4725). Existe também um pélo na origem que tende a deixar o sistema instavel.

Como o objetivo deste trabalho é implementar uma malha de controle para o sistema do
péndulo invertido se tornar um sistema estavel, foi necessario utilizar o controlador PID. Foi
determinado o valor do ganho integral Ki = 823. Para sistemas estaveis aproximados por
funcdes de segunda ordem e com raizes expressas por (16), existe uma relacdo entre o
maximo pico e o fator de amortecimento (&) dado pela Equacéo (30), e junto com a frequéncia
natural de oscilacdo (Wn) ha uma relacdo também com o tempo de acomodacdo (Equacéo
(31)). Dai obtemos Kp = 39,2435 e Kd = 0,8189 (RIBEIRO, 2007).
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Na Figura 8 é apresentado o diagrama de blocos do sistema simulado no software
Matab/Simulink. Baseado na Figura 13, o sistema é composto respectivamente por um
controlador PID modificado, uma funcdo de transferéncia do conjunto amplificador-carro e
pela funcdo de transferéncia do péndulo invertido. O parametro Kf (de valor 0,01) representa
0 ganho do filtro, necessério para minimizar os eventuais ruidos que a parte derivativa pode
produzir (RIBEIRO, 2007).

Figura 13 - Diagrama de blocos da simulacéo do sistema real.
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Fonte: Autor préprio.

Para avaliar o desempenho do sistema foi desenvolvida uma representagédo em 3D do
modelo carro-péndulo, conforme ilustrado na Figura 14. Neste caso, foi utilizada a ferramenta
VR Sink do Simulink, na qual foram configurados os seguintes parametros: rodinhas esquerda
e direita (para que tivessem raios iguais), base do pendulo e a haste. O VR Sink possui duas

entradas: uma referente a posic¢ao do carro e outra referente a posi¢do angular do péndulo.
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Figura 14 - Interface de representagdo do carro-péndulo.
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Fonte: Autor préprio.

Para avaliar a acdo do controlador PID, foi definida um pulso de entrada para o sistema
com o objetivo de verificar a estabilidade e dinamica resultante, uma vez que a malha de
controle tende fazer o sistema permanecer em uma condic¢do de equilibrio com erro angular
aproximadamente nulo. Uma maneira de implementar uma avaliacdo consistente € aplicar um
pulso de determinada duragdo no sistema e observar o comportamento do mesmo ao corrigir
este desvio. Na Figura 15 é ilustrada a resposta obtida, no momento em que é aplicado o pulso
na entrada de referéncia. Baseado na Figura 15, o controlador PID apresentou desempenho
satisfatorio, mantendo o péndulo na posicéo vertical dentro da preciséo estabelecida.

Figura 15 - Aplicacdo de um pulso na entrada.
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Fonte: Autor proprio.



34

Analisando o grafico vemos que o maximo sobressinal foi de aproximadamente 14%.

Outra forma de testar a estabilidade do sistema € aplicando um disturbio externo no
sistema. Neste caso, foi aplicado um degrau como perturbacdo e, foi considerado que a haste
do péndulo estava em uma posicdo estavel. Na Figura 16 é apresentado o comportamento do
sistema mediante aplicacdo de uma perturbacdo, neste caso o controlador compensou o

distarbio e manteve o sistema estavel.

Figura 16 - Resultado da simulacéo de um disturbio externo aplicado ao sistema.

L 1 L L
0 50 100 150 200 250

Fonte: Autor proprio.

Analisando o grafico vemos que o maximo sobressinal foi de aproximadamente 7%.
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5 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi a construcdo de um péndulo invertido em forma de
simulacdo, e também o estudo da modelagem matematica e projeto de controladores,

utilizando variaveis do sistema.

A malha de controle foi capaz de manter o péndulo na posicdo vertical dentro da
precisdo estabelecida rejeitando adequadamente a perturbacdo inserida. A capacidade do
sistema em compensar distdrbios externos também foi avaliada. A reacdo do sistema foi
registrada e o resultado indicou que a malha de controle é capaz de compensar estes

distdrbios.

Apesar do trabalho ter sido desenvolvido por simulagfes computacionais, pode-se
perceber que uma modelagem matematica criteriosa e a analise do comportamento dindmico
do modelo é de fundamental importancia na etapa de implementacdo de um controlador em
sistemas instaveis, podendo além de permitir respostas rapidas e precisas, reduzir custos de
uma possivel implementacdo em hardware para fins industriais, deixando como proposta para
trabalhos e pesquisas futuras sua implementacdo real. Dessa forma, pretende-se que a

aplicacdo pratica contribua significativamente para a formacéo profissional do estudante.
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